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RESUMO: Neste trabalho ¢ abordado o problema de decomposi¢do em caminhos de grades. Grade ¢
um tipo de grafo cujos vértices estdo sob todas as coordenadas inteiras, (i, j), € ha uma aresta entre
todos os vértices que estdo a uma distidncia unitaria. Um caminho simples ¢ uma lista de vértices, sem
repeti¢do de arestas, de tal forma que, se u e v sdo vértices consecutivos na lista, (u, v) é uma aresta do
grafo. Uma decomposi¢cdo em caminhos de um grafo G é uma decomposicdo de G em caminhos
simples de modo que cada aresta de G aparece em exatamente um dos caminhos. Nessa perspectiva, os
principais resultados deste trabalho sdo os algoritmos polinomiais que retornam uma decomposicao de
tamanho minimo em caminhos para grades e para um tipo especial de subgrafos de grades, ambos
lineares no nimero de arestas do grafo de entrada. Os resultados obtidos sdo pioneiros e de grande
relevincia para a area de algoritmos em grafos, especialmente a de decomposicdo minima em
caminhos.

PALAVRAS-CHAVE.: grafo; decomposi¢do em caminhos; grade.

ABSTRACT: This paper addresses the problem of path decomposition of grids. Grid is a type of
graph which its vertices lie in the integer coordinates (i, j), and there is an edge between all vertices
that are in a unit distance. A simple path is a list of vertices, without repeated edges, such that, if # and
v are consecutive vertices in the list, then (u, v) is an edge of the graph. A path decomposition in a
graph G is a decomposition of G in simple paths so that each edge of G appears in one of the paths.
From this perspective, the main results of this paper are the algorithms that return a decomposition, of
minimal length, into paths for grids and for a special type of grids subgraphs, both linear in the number
of edges of the input graph. The results obtained are pioneer and of great relevance to the area of
graph algorithms, specially of minimal path decomposition.
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1 INTRODUCAO

Uma grade ¢ um grafo cujos vértices estdo sob todas as coordenadas inteiras (i, j), tais
que 1 i nel <j< m ehauma aresta entre todos os vértices que estdo a uma distancia

unitaria. Define-se m como o nimero de colunas e n como o nimero de linhas da grade. Uma
decomposicdo de um grafo G ¢ um conjunto de subgrafos de G, onde cada aresta de G
aparece em exatamente um dos subgrafos. Uma decomposicdo em caminhos ¢ uma
decomposi¢cao em que cada subgrafo ¢ um caminho. A cardinalidade da menor decomposicao

em caminhos de G ¢ pn(G).

Os resultados na area de algoritmos de decomposi¢do minima em caminhos ainda sdo
escassos, mas pode-se destacar resultados importantes como o de Constantinou e Ellinas
(2018), no qual ¢ mostrado um algoritmo polinomial que computa a menor decomposi¢ao em
caminhos para alguns tipos de grafos bipartidos completos, e de Péroche (1984) que prova a
NP-Completude de alguns problemas de decomposicao e cobertura em grafos. Botler e Cano
(2019) apresentaram um modelo de programacgao inteira linear para calcular o tamanho da
menor decomposi¢do em caminhos de um grafo e é provada a Conjectura de Gallai para uma
grande quantidade de grafos. No entanto, ndo existem resultados que abordam o problema de

decomposi¢cao minima em caminhos de grades.

Nesse sentido, as contribui¢des principais deste trabalho sdo os algoritmos que
determinam uma menor decomposi¢cdo em caminhos de grades e de alguns tipos de subgrafos
de grades. Os algoritmos mostrados sdo lineares e possuem tempo de execucdo O(|E|), onde

E representa o conjunto de arestas do grafo de entrada G.

2 REFERENCIAL TEORICO
Em 1968, Tibor Gallai entdo concebeu a seguinte conjectura.

Conjectura de Gallai: Todo grafo possui uma decomposi¢do em caminhos de

tamanho [n/2], onde n é o numero de vértices do grafo.

De fato, se a Conjectura de Gallai for verdadeira, temos entdo a resposta da pergunta
feita por Erdds, ja que conhecemos grafos cujo todas as decomposi¢des por caminhos tém

tamanho maior ou igual a [n/2], por exemplo, o grafo G de n vértices, que possui aresta entre



n'(n—1)

todos os pares de vértices, pois G possui —

arestas e cada caminho subgrafo de G tem no

maximo n-/ arestas e, portanto, toda decomposicdo em caminhos de G terd tamanho no

minimo [n/2].

Em 1968, Lovasz (1968) da um passo na direcdo da prova da Conjectura de Gallai e
mostra que todo grafo G possui uma decomposicdo em caminhos e ciclos de tamanho menor
ou igual a [n/2]. Desde entdo, foram apresentados varios resultados provando a Conjectura de
Gallai para varias classes especificas de grafos, porém, apesar da grande aten¢do dada a
Conjectura de Gallai, até a presente data, ela permanece aberta no caso geral. De fato, existem
muitos trabalhos relacionados a decomposicdo em caminhos do ponto de vista da Teoria dos
Grafos, porém ndo existem muitos trabalhos que abordem esse assunto do ponto de vista
algoritmico. De fato, até a presente data, os Unicos trabalhos encontrados que possuem

resultados algoritmicos relacionados a minima decomposi¢ao em caminhos de grafos sdo:

o Péroche (1984) mostrou que o problema computacional determinar se existe uma
decomposi¢cdo em caminhos de tamanho dois ¢ NP-completo mesmo para grafos de grau
maximo 4;

e Constantinou e Ellinas (2018) apresentou um algoritmo polinomial para computar a menor
decomposi¢ao em caminhos de alguns tipos de grafos bipartidos completos;

e Alspach (2008) apresentou caracterizagdes estruturais que implicam em um algoritmo
polinomial para computar a menor decomposi¢do em caminhos de grafos completos com
um numero par de vértices;

e Bryant (2010) apresentou caracterizagdes estruturais que implicam em um algoritmo
polinomial para computar a menor decomposi¢do em caminhos de grafos completos com

um numero impar de vértices.

3 RESULTADOS

A partir da analise estrutural de grades e da busca por um algoritmo polinomial, foram
sintetizados um algoritmo que, dados inteiros m e n, decompde uma grade em caminhos; € um
algoritmo que decompde uma grade com arestas ausentes em uma das bordas de forma que

cada uma das suas subgrades tem dimensdes maiores do que 2.

3.1 DECOMPOSICAO EM CAMINHOS DE GRADES



Os vértices e arestas de uma grade Gan sdo nomeados de acordo com as suas

posi¢oes na grade e associando-os a um ou mais conjuntos entre direita, esquerda, superior e

inferior.

Os vértices r(i), (i), t(j) e b(j), para i = (1,..,n) ¢ j = (1,.,m), sdo,
respectivamente, aqueles que se encontram nas bordas direita, esquerda, superior e inferior,
sendo R, L, T e B os conjuntos aos quais esses vértices pertencem. Considere como borda as
extremidades da grade na qual todos os vértices tém grau diferente de 4. Note que os vértices

de grau 2, definidos como vértices de canto, pertencem a dois conjuntos.
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Fonte: Produgdo do proprio autor

Teorema 1: Determinar uma decomposi¢do minima de uma grade Gan pode ser feito em
tempo linear.

Demonstracido: Considere o Algoritmo 1. A seguir ¢ mostrado que ele encontra uma
decomposi¢do minima em tempo linear no nimero de arestas da grade. Considere, também,

sem perda de generalidade, m < n.

Algoritmo 1: Decomposi¢do em caminhos de grades
Entrada: inteiros me n

Saida: uma decomposi¢do em caminhos minima de Gan

se (m ou n) == 1 entao
P ¢ 0 maior caminho que contém todos os vértices

1
2
3 senio se (m e n) ==2 entio
4 P = (r(2), r(1), I(1))
5
6

P, = (1), (2), 7(2))

senao se m == 2 entao



7 P ¢ o caminho de 7(2) até r(3) passando por #(1), /(1) e terminando com /(3),

r(3)
8 P, =), @), r@3)

9 se n>4 entao

10 adicione (3), r(4), I(4), [(3)a P 5

11 parai«<3atén — 2

12 P = r(i + 1), r(i + 2), I(i + 2), I(i + 1))
13 senio

14 adicione r(2), t(m) a P1
15 parak < 1 até m — 2 faca

16 adicione t(m — k + 1), t(m — k)a Pk
17 continue Pk percorrendo o menor caminho de t(m — k)ab(m — k)
18 adicione b(m — k), b(m — k — 1)a Pk

19 adicione b(1), I(n — 1)a Pm
20 adicione t(2), t(1)a Pm_1

-2

21 para k <1 até n — 2 faca

22 adicione I(k), l(k + 1)a P
23 continue Pker_2 percorrendo o menor caminho de I(k + 1) ar(k + 1)
24 adicioner(k + 1), r(k + 2) aPker_2

25 adicione r(n), b(m — 1) a Pm
26 retorna {Pil 1<i<m + n — 4}

+n—4

Dados inteiros m e n, ¢ mostrado como o algoritmo acima retorna de fato uma

decomposic¢ao de Gmxn da seguinte maneira:

Quando uma das dimensdes ¢ 1, a grade ¢ um caminho, o qual ¢é retornado. No caso
em que men = 2,jaque a grade ¢ um ciclo, o nimero minimo de caminhos da menor grade
¢ 2, os quais sdo retornados. Além disso, esses dois primeiros caminhos sdo explicitos e ndo
ha arestas repetidas. Sem = 2 en = 3, os dois caminhos sd@o bem definidos nas linhas 7 ¢ 8
e, como o grafo possui um ciclo, os dois caminhos compdem uma decomposi¢do por
caminhos minima. Quando m = 2 e n>4 os proéximos caminhos sdo compostos pelas

ultimas 3 arestas, e logo, ¢ uma decomposi¢ao.
Para os demais casos, note que existem m Pn en Pm, sendo Pm e Pn os caminhos de
tamanho m e n, verticais e horizontais, respectivamente, que vao de uma extremidade a outra.

Na linha 14 do algoritmo, a aresta r(2), t(m) ¢é adicionada ao primeiro caminho



vertical. A partir do para da linha 15, uma ultima aresta ¢ adicionada antes de o primeiro Pn

ser percorrido. Feito isso, os proximos caminhos sempre comegam de t(i), e

consequentemente, na execucao da linha 20 todos os Pn ja foram percorridos, com exce¢ao

dos dois caminhos cujos vértices estdo em R ou L. Para os caminhos horizontais,

analogamente, adiciona-se uma ultima aresta antes de percorrer o primeiro Pm, e, como todos
os caminhos comecgardo em [(i), todos os Pm caminhos sdo percorridos, exceto os que estao
em 7 ou B.

Além das arestas que estdo em algum caminho, sobram as arestas das extremidades
que sdo adicionadas exatamente ao iniciar ou terminar um caminho nas linhas 16 e 23 ou nas
linhas 18 ¢ 25, e, por ultimo, as arestas incidentes a vértices de grau par, que sao adicionadas
nas linhas 20 e 27. Perceba que, cada aresta adicionada a um caminho esta bem definida e ¢

unica. Portanto, o algoritmo retorna uma decomposi¢ao de G.

Visto que, em qualquer decomposi¢ao em caminhos, cada vértice de grau impar
certamente ¢ extremidade de um dos caminhos, temos que pn(G) = o0/2, onde o ¢ o numero
de vértices de grau impar. Sendo assim, para o caso em que n + m =6, o numero de
caminhos retornados na decomposi¢do ¢ sempre minimo, pois sempre ¢ retornada uma

decomposi¢cao em caminhos de tamanhom + n — 4 = o/2.

3.2 DECOMPOSICAO EM CAMINHOS DE ALGUNS TIPOS DE GRADES PARCIAIS

Nesta secdo, serd apresentado um algoritmo para determinar uma decomposicao
minima em um tipo especial de subgrafos de grades. Os subgrafos de grades trabalhados sdao

os subgrafos que consistem em uma grade com arestas ausentes em uma de suas bordas.

A ideia de abordar grades com arestas ausentes ¢ util, pois ¢ um passo na dire¢do de
descobrir a complexidade e subgrafos induzidos de grade e grafos grade so6lidos. Para tanto,
segue-se a seguinte abordagem: cada aresta ausente separa a grade em subgrades completas, e,

a partir delas, serd possivel fazer uma decomposi¢do em caminhos em toda a grade.

Uma aresta de transi¢do € aquela que estd entre duas subgrades. O vértice oposto de

um vértice v € o vértice que esta no lado oposto, mas na mesma linha de v, denotado por v A

aresta oposta de uma aresta (u, v) é aquela com extremidades (uo, vo). Por ultimo, r ¢é o total



de arestas ausentes no grafo.

Figura 2: Exemplo de uma grade com r=2

7(4) , e e e Y ——P——@ 7"(4)

Fonte: Producdo do proprio autor

Na Figura 2, em azul, tem-se as subgrades formadas pela remocdo de duas arestas. As

arestas de transicao estdo destacadas em vermelho.

De modo que ndo seja necessario contar a quantidade de subgrades completas,

podemos adicionar duas subgrades Gm><3 acima e abaixo da grade existente, ¢ depois
remové-las para que so restem as arestas originais € os caminhos aos quais estas pertencem.

A ideia de adicionar novas subgrades ¢ essencial para o caso em que hé exatamente
uma subgrade completa ja que seria necessario unir os caminhos da mesma e nao haveria
outra subgrade para tanto. Alias, essa adicao nao altera a decomposi¢do das grades com mais

de uma subgrade completa.

Teorema 2: Seja G uma grade Gmxn com arestas ausentes em uma das bordas de forma que

cada uma das suas subgrades tem dimensoes maiores do que 2. Determinar uma
decomposi¢do em caminhos minima de G pode ser feito em tempo linear.

Demonstracdo: Sem perda de generalidade, serd tratada a decomposicdo para arestas
ausentes no lado direito, pois nas demais bordas ¢ analogo.

Algoritmo 2: Decomposi¢cao em caminhos de grades faltando arestas na direita
Entrada: um grafo G sendo uma grade Gan com arestas ausentes em uma das bordas de

forma que cada uma das suas subgrades tem dimensdes maiores do que 2



Saida: uma decomposi¢ao em caminhos minima de G

1 uma linha acima da primeira linha de G adicione uma subgrade comn = 3
2 uma linha abaixo da tltima linha de G adicione uma subgrade comn = 3
3 conecte as subgrades adicionadas com o restante do grafo, exceto na direita
4 decomponha as subgrades
5 una os caminhos através das arestas de transi¢ao
6 k = namero de caminhos até entdo
7 parai<1 atér faca
8 comece P Kt da aresta (u, v) oposta a i-ésima aresta ausente
9 sed(v ) = lentdo

10 continue percorrendo P K seguindo o menor caminho de v a v

11 remova as subgrades e arestas adicionadas

12 sed(t(m)) = lentdo

13 parai<1até m — 1 faca

4 adicione t(m), t(m — 1) ao caminho que passa pela aresta de transi¢ao

incidente a t(m — 1)
15 k' = total de caminhos
16 retorna {Pi | 1<i<k'}

Note que o fato de faltarem arestas em um lado da grade compromete o comego € o
final de alguns caminhos, ja que as arestas do meio da grade ainda existem. Algumas dessas
arestas sdo chamadas de transicdo justamente porque conectam subgrades. As Unicas arestas
de transicdo que ndo unem caminhos s3o as que pertencem ao lado esquerdo e como suas
extremidades sdo somente vértices de grau impar, ¢ possivel que se inicie um novo caminho

nelas.

A unido dos caminhos pelas arestas de transicdo serd da seguinte forma: caso o
caminho ndo tenha comecado e terminado em uma s6 subgrade, a aresta de transi¢ao unird o
caminho que vem pela direita na subgrade superior com o caminho que vem pela esquerda na

inferior.
A adicao e remocdo das novas subgrades Gm><3 e das arestas que vao liga-las a grade

original leva tempo polinomial, pois a quantidade de vértices e arestas que serdo adicionadas ¢

conhecida. Uma subgrade Gm><3 tem a quantidade de vértices igual a 3m, e para saber a
quantidade de arestas basta fazer o seguinte: uma grade Gan tem n Pm e m Pn, como cada

caminho Pk tem k — 1 arestas, logo, o numero de arestas de Gmxn é



mn—1)+n(m —1). Nocasoemquen = 3=|E| = 3(m — 1) + 2m = 5m — 2.
Para unir as grades sdo necessarias 2(m — 1) arestas. Conclui-se, entdo, que sdo adicionados

exatamente 6m vérticese 2(m — 1) + 10m — 4 = 12m — 8 arestas.

A unido de caminhos na linha 5 pode ser feita, resumidamente, utilizando vetores. O
primeiro tipo de vetor armazena, para cada vértice impar nas subgrades, o caminho que inicia
e termina nele; o segundo armazena, para cada caminho, os vértices que estdo nas suas

extremidades. Cada vez que um caminho Pl,, que vem pela aresta de transi¢do da subgrade

superior, chega na subgrade de baixo os valores dos vetores podem ser mudados da seguinte

maneira: o vértice que antes comeg¢ava um caminho Pj na subgrade de baixo passa a ser um

vértice intermedidrio de P, e basta ver qual ¢ a extremidade final de Pj e tornd-la extremidade
4

final de Pi. Assim, as informagdes de Pj e dos vértices que eram suas extremidades sdo

deletadas. As operagdes nos vetores levam O(1) para O(|E|) caminhos e O(n) vértices,

totalizando O(|E| + n) = O(|E]).

Sabendo disso, pode-se afirmar que o algoritmo € polinomial, pois a linha 4 leva
O(|E|) para cada subgrade; a linha 5 ¢ a operagdo de unir caminhos; e, para o caso de entrar
na linha 13 sdo realizadas m — 1 alteragdes em caminhos ja existentes. Portanto, o algoritmo

executa em O(|E]).

Ademais, o algoritmo retorna uma decomposi¢do em caminhos porque cada subgrade
¢ decomposta seguindo o Algoritmo 1 e o para da linha 7 decompde as arestas que nao estiao

em subgrades.

Todos os caminhos percorridos na linha 4 come¢am e terminam em um vértice de
grau impar se considerarmos cada subgrade individualmente, ou seja, que elas ndo estdo
ligadas por arestas de transicdo. No entanto, cada aresta de transi¢do confere a suas
extremidades um grau par, o que permite que esses caminhos possam ser continuados. Devido
a forma que a unido ¢ feita, unindo o caminho que vem pela direita na subgrade superior com
o caminho que vem pela esquerda na inferior, apenas a quantidade de caminhos ¢ reduzida,
ndo alterando a paridade de suas extremidades. Note que, quando as subgrades adicionadas
sdo removidas essa propriedade se mantém, j& que as arestas de transicdo que as ligava ao

restante da grade também sao removidas.

Na saida do algoritmo, todos os vértices impares terdo comecado e/ou terminado

exatamente um caminho, j& que no Algoritmo 1 é mostrado quais s3o os vértices que iniciam



e terminam cada um dos caminhos.

4 CONCLUSAO

Neste trabalho, foi estudado o problema de determinar uma decomposi¢do minima em
caminhos de grades. As principais contribuicdes deste trabalho foram os algoritmos que
retornam uma decomposicdo minima para grades e para grades com arestas ausentes em uma
das bordas, ambos sendo lineares no ntimero de arestas da grade. Esses resultados sdo
importantes dada a auséncia de resultados algoritmicos no que diz respeito a decomposi¢ao de

grafos em caminhos.

Por fim, alguns problemas relacionados aos tratados aqui continuam em aberto, como
o problema de decomposicdo em caminhos para subgrafos induzidos de grades, para grafos

grade s6lidos e em grades parciais.
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